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(5 N o * Niech (X x vV, T ) bedzie iloczynem przestrzeni topologicznej (X, Ty)
.«/l 1 przestrzeni zwartej (Y, 7y ). Wykazaé, ze rzut zbiory domknigtego w iloczynie
X XY na X jest zbiorem domknietym w (X, Tx) (twierdzenie Kuratowskiego).

Niech fi > f, > ... > 0 bedzie ciggiem funkeji ciaglych To : X ==
[0, 4+-00) na przestrzeni zwartej (X, T), zbieznym punktowo do zera, filz) — 0,
dla z € X. Wykazaé, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje k takie, ze fe(z) < €, dla
T € X (twierdzenie Diniego).

Wskazéwka. Zauwazyé, ze zbiory f71([0, 8))i=1,2.,. pokrywaja X.
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Dla A C (0, +400), niech X(A) bedzie suma odcinkéw domknietych na
6 plaszezyznie euklidesowej (R?,d.) laczacych punkt (—1,0) .z punktami (q, 1),
a € A. Wykazaé, ze domknietosé zbioru X(A) na plaszczyznie jest réwnowazna
zwartosci zbioru A i jest réwnowazna zwartodei zbioru X (A).

Niech A C RiT C [0,1] bedg zbiorami zwartymi na prostej euklidesowej.
-7 Pokaza¢, ze zbior C'= {ta+ (1 —t)b: a,b€ A, t € T} jest zwarty.

- . Niech O(a, b) bedzie okregiem na plaszezyznie, ktérego drednica jest odci-
I/g\\ nek o koricach a,b € Rx{0}. Dla A C Rx {0} przyjmijmy O(A) = AUU{O(a,b) :
R%\_J/rf a,b € A,a # b}. Wykazaé, ze O(A) jest zbiorem zwartym na plaszczyznie eukli-
desowej wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zwarte.
o ) Niech S(a,t) = {z € R™: d.(a,2) = t} bedzie sferg w przestrzeni eukli-
1 C}\} desowej (R",d,) o érodku w @ i promieniu t. Dla A C R® i r - A — (0, +00),
N przyjmijmy S(A) = U{S(a,r(a)) : a € A}. Wykazaé, ze jesli A jest zbiorem

zwartym i r jest funkcja ciagla, to S(A) jest zbiorem zwartym w (R", d,).

- (A) Wykazaé, ze w przestrzeni funkeyjnej (C10, 1], - -—
kazda kula o promieniu r zawiera zbiér nieskoniczony, ktérego kazde dwa

punkty sa odlegte o e
(B) Wykazaé, ze w przestrzeni (C[0, 1], dy,,,) zbiory zwarte maja puste wnetrze.

Niech (X, 7) bedzie przestrzenig zwarta, niech [ ¢ X bedzie zbiorem
otwartym i f : U — [0, 1] funkcja ciggla. Pokazaé, ze zbiér {(z.,t):2eUit<
J@)}U(X\U) x [0,1] jest zwarty w iloczynie kartezjanskim przestrzen; (X, 7T)
1 odcinka euklidesowego.

Niech X bedzie dowolnym zbiorem nieskoriczonym, ¢ € X i niech Tx bedzie
rodzing zbioréw U C X takich, ze X \ U jest zbiorem skoniczonym, lub a ZU.
(A) Wykazaé, ze przestrzet: (X, Tx) jest zwarta.
(B) Wykazaé, ze jedli [+ X — Y jest przeksztalceniem claggltym przestrzeni
(X, Tx) na przestrzen Hausdorffa, (Y, 7y), to istnieje ciagle g : Y — X takie, ze
fogly)=ydlayey.

1 I 5 - (A) Niech X = 0,1)U{ag, a1}, gdzie aq # a1 53 punktami spoza przedzialu
/ [0,1) € R i niech B bedzie rodzing zbioréw postaci (s, t) N [0,1) lub (¢,1) U
{ai},s<t<1,i=0,1. Sprawdzi¢, ze B jest baza generujaca pewng topologie 7
w X, z kazdego otwartego pokrycia przestrzeni (X,7) mozna wybraé¢ pokrycie
skoficzone, ale przestrzeni (X, T) nie jest Hausdorffa.
(B) Okregli¢ topologie 7;, 75 w X takie, ze przestrzenie (X,7;) sa zwarte i
metryzowalne, oraz 7 = 7; N 7; jest topologia okreslong w (A).

I Z’ Niech (X, d) bedzie zupelna przestrzenia metryczng. Wykazaé, ze jesli 4, >
Az D ... sa niepustymi zbiorami domknietymi i A, jest sumg skoniczenie wielu

zbioréw o $rednicach < %, to przecigcie 02, A, jest niepuste i zwarte.
Wskazéwka., Dowodzac, ze Mne1 An # 0, okregli¢ ciag zbioréw domknietych

Fi D F, D ... taki, ze F, C A, diamF, < % 1 F,, przecina kazdy zbiér A,,

1=1,2,...
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zenig, metryczng,. Odstep miedzy roztacznymi
a dist(A, B) = inf{d(a,b) : q ¢ A,b e BY.

(A) Pokazaé, e jesli A ; : .
dist(A B) 3 Jeslt A jest domkniety w X, 4 B zwarty i roztaczny 4 A, to

st . .
(ii) dla'kaz.dego pokrycia U przestrzen; X zbiorami otwartymi w (X d) istnieje

(iii) kazda funkcja ciagla f: X L, R jest jednostajnie ciagta na (X d)

(iv) odstep miedzy kagda var roz} o ;
jest dodatus . 2 A barg roztacznych zbiordw domknietych A, Bw (X, d)

(A) Wykazaé, e dla kazdej zwartej przestrzeni metrycznej (X, d), prze-
strzen funkeji ciaglych (C(X), dswp) zanurza si¢ izometrycznie w przestrzen funk-
cji ciagtych na zbiorze Cantora 7 metryka supremum.

Wskazdéwka., Skorzystaé z Zadania [ 6 ( B)

(B) Wykazaé, ze dla zwartej przestrzeni metrycznej (X, d), przestrzer; funkcji
ciagltych (C(X), dsup) jest osrodkowa.

Wskazéwka. Poda¢ najpierw uzasadnienie w przypadku gdy X jest zbiorem
Cantora, a nastepnie skorzystaé z (A).

( f‘g )! Niech f: A > YV bedzie funkcjg Jednostajnie ciggla, okreslong na, podzbio-
126 A przestrzeni metrycznej (X, dx) i Przyjmujaca wartoéci w zupetnej prze-
strzeni metrycznej (Y, dy). Wykazaé, ze funkeje f mozna przedtuzyé do funkcji
jednostajnie ciggle; Fod— ¥ ng domkniecie zbiory A.

( ;’% ) Niech U ¢ R bedzie zbiorem otwartym i ograniczonym na prostej eu-
klidesowej. Wykazaé, ze zbiér F funkeji rézniczkowalnych f : U — [=1:1] ta-
kich, ze |[f/(1)] < 1 dlat e U ,» ma domkniecie zwarte w przestrzeni funkcyjnej
(Co(U,R), dgp) 2 metryks supremunm.

Wskazéwka. W przestrzeni (C(U,R), dsup) TOZDAtIZYE Zbidr przedtuzen funkcji
f €F na domkniecie zbioru [, - .

Niech X ¢ R» bedzie zwartym podzbiorem przestrzeni euklidesowej i niech
(I'(X), dsup) bedzie przestrzenig przeksztalcen 7: X — X zachowujacych odle-
glodé miedzy punktami, z metryks supremum. Pokazaé, ze przestrzeni (I(X), dsup)
Jjest zwarta.




